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基于幂函数型随机共振的微弱信号恢复

贺利芳，曹　莉，张　刚，易　甜
（重庆邮电大学信号与信息处理重庆市重点实验室，重庆，４０００６５）

　　摘　要：　针对微弱信号淹没在强噪声中难以恢复的问题，提出幂函数恢复系统实现信号还原．采用互相关系数
为测量指标，研究不同参数、噪声强度以及信号幅度对恢复性能的影响．并利用粒子群算法寻优参数，在采样点数较少
情况下，实现单频、多频正弦信号以及单脉冲信号的恢复，结果表明理论分析与实际仿真结果一致，证明所提幂函数恢

复系统有效可行，恢复效果理想．
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１　引言

　　Ｂｅｎｚｉ和Ｎｉｃｏｌｉｓ［１，２］研究古气象冰川期与暖气候期
交替现象时提出随机共振（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅ，ＳＲ）概
念．此后，随机共振成为研究热点并被广泛应用于神经
生物学，物理学，信号传输等领域研究中［３～７］．

近年来，学者们对随机共振进行深入研究并取得

丰富的研究成果［８～１１］，冷永刚［１２］采用参数调节随机共

振解决强噪声下大参数信号难以检测问题；陆思良［１３］

提出利用随机共振增强旋转机械故障诊断；Ｌｅｉ和 Ｑｉａｏ
等人［１４］研究欠阻尼随机共振稳态匹配对微弱故障信号

检测影响．这些研究表明随机共振中参数调节微弱信
号检测的重要性．因此，学者在研究微弱信号检测时常

常会采用智能算法进行参数寻优．王晶［１５］利用遗传算

法的多参数同步优化算法实现随机共振中多个参数的

自适应选取；孔德阳［１６］利用人工鱼群算法实现双稳态

随机共振参数选择；焦尚彬［１７］使用知识粒子群算法实

现多信号检测；李一博等［１８］使用量子粒子群算法选择

双稳态随机共振参数．
微弱信号恢复是信号处理一项常规检测，常用的

方法有：频谱加窗滤波技术，最优估计，自适应滤波等．
这些技术在信号和噪声出现频谱交叠时无法将信号分

离出来．研究发现，利用随机共振方法也能进行信号恢
复．文献［１９］提出经典双稳态随机共振信号恢复方法；
文献［２０］建立反演双稳耦合系统，研究参数对信号复
原效果影响；文献［２１］实现变参数随机共振和归一化
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变换时变信号检测与恢复．这些方法以双稳态模型为
主来推导恢复系统方程，但还是存在一些问题，如参数

调节不一致，没有提出具体的衡量指标来判断所提方

法的有效性．为扩展微弱信号恢复研究及解决上述存
在问题，在单稳态幂函数随机共振研究基础上，提出复

原系统．以互相关系数Ｐ为测量指标，分析系统参数ａ，
ｂ以及信号幅度，噪声强度 Ｄ对恢复性能影响，最后采
用粒子群算法进行最佳参数选取，实现不同加性噪声

强度下单频、多频正弦信号以及单脉冲信号复原．

２　幂函数系统模型及复原系统

２１　幂函数随机共振模型
单稳系统势函数［２２］：

Ｕ（ｘ）＝ａ４ｘ
４－ｒｘ （１）

其中，ａ＞０，ｒ为常数，表示非对称性．在加性噪声，乘性
噪声以及弱周期信号 Ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（Ωｔ）的作用下．单稳
系统朗之万方程为：

ｄｘ
ｄｔ＝－ａｘ

３＋ｒ＋ｘξ（ｔ）＋η（ｔ）＋Ｆ（ｘ） （２）

加性噪声与乘性噪声满足：

〈ξ（ｔ）〉＝〈η（ｔ）〉＝０ （３）
〈ξ（ｔ）ξ（ｓ）〉＝２Ｄδ（ｔ－ｓ） （４）
〈η（ｔ）η（ｓ）〉＝２Ｑδ（ｔ－ｓ） （５）

式（２）对应的福克普朗克方程：
ρ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝ －
ｘ
Ａ（ｘ）＋

２

ｘ２
Ｂ（ｘ[ ]）ρ（ｘ，ｔ） （６）

Ａ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋１２Ｂ
′（ｘ）＝Ｄｘ－ａｘ３＋ｒ＋Ｆ（ｔ） （７）

Ｂ（ｘ）＝Ｄｘ２＋Ｑ （８）
系统的准稳态分布函数写成：

ρｓｔ（ｘ）＝
Ｎｓｔ
Ｂ（ｘ槡 ）

ｅｘｐ －Ｖ（ｘ）[ ]Ｄ （９）

Ｎｓｔ为归一化常量，Ｖ（ｘ）为广义势函数，其表达式为：

Ｖ（ｘ）＝∫
ｘ

－
"

ＤＡ（ｘ）Ｂ（ｘ）ｄｘ＝Ｄ∫
ｘ

－
"

－Ｕ′（ｘ）＋ｒ＋Ｆ（ｔ）
Ｄｘ２＋Ｑ

ｄｘ

（１０）
其中Ｕ′（ｘ）＝ａｘ３－Ｄｘ，这种等效的势函数与双稳势函
数有相同的形式，乘性噪声的加入使得势函数有了势

垒，最终产生与双稳态一样的随机共振现象．将式（１）
对称化推广为一般单稳态形式［２２］：

Ｕ（ｘ）＝ａｂ ｘ
ｂ （１１）

张刚［２２］发现这种单稳态随机共振在参数０＜ｂ＜２
时产生广义随机共振，系统输出随着参数ｂ发生非单调
变化，由于这种势函数过于复杂，将其简化为［２４］：

Ｕ（ｘ）＝ ａ
ｂ＋２ｘ

ｂ＋２ （１２）

其随机共振方程为：

ｄｘ
ｄｔ＝－Ｕ

′（ｘ）＋ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （１３）

式中：ｔ为时间，ｓ（ｔ）为输入周期激励信号，η（ｔ）为外加
噪声．式（１２）中 ａ，ｂ为系统参数，ｘ为经过系统后输出

响应．当ｘ≠０，Ｕ′（ｘ）＝ ａ
ｂ＋２ｘ

ｂ( )＋２
′

＝ａｘ ｘｂ．当 ｘ＝

０，( )ｘ ′弱导数定义求解为( )０ ′＝０
图１为幂函数势函数，ａ＝１时，随着 ｂ逐渐增大势

阱从Ｖ型变换成Ｕ型，势阱中心越来越平坦如图１（ａ）
所示．图１（ｂ）为ｂ＝０对应不同ａ的势函数图形，随着ａ
逐渐增大，势阱底部宽度由宽变窄所示．势阱宽度影响
着粒子运动，粒子穿过零点时间变短．粒子在响应时间
内穿过零点，实现噪声能量转化为信号能量．

随机共振可以认为对微弱信号的放大过程，取 Ａ＝
０３，ｆ０＝００１Ｈｚ正弦信号，噪声采用均值为 ０方差为
０６２的高斯噪声．采样频率为ｆｓ＝５Ｈｚ，采样点为４０９６
将信号分别送入参数 ａ＝０３，ｂ＝０３幂函数随机共振
系统，以及参数为 ａ＝０３，ｂ＝０３双稳态随机共振系
统。非线性微分方程采用四阶龙格库塔（ＲｕｎｇｅＫｕｔ
ｔａ）［２２］算法进行求解，输出波形如图２所示．

７０９１
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由图２可知，双稳态随机共振后信号幅度增加，但
输出波形失真，输出信号相位发生移动．幂函数随机共
振后信号波形幅度有所增加，但波形并未发生畸变．双
稳态随机共振与幂函数随机共振对信号幅度都有增强

作用，但前者容易导致波形失真、相位偏移。以幂函数

随机共振为基础，研究其恢复系统，更容易得到较好的

恢复波形．
２２　幂函数复原系统

信号处理领域，对失真信号波形的恢复可以通过

求解某一复原系统对于该信号的响应得到［２３］，幂函数

系统方程为：

ｄｘ
ｄｔ＝－ａｘ ｘ

ｂ＋ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （１４）

经典研究中噪声为高斯白噪声，线性响应理论下

小参数随机共振中信号频率、幅度、噪声强度都比较小，

ｄｘ
ｄｔ可近似为零，公式（１４）为：

ａｘ ｘｂ≈ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （１５）
公式（１４）两边取均值，则转化为公式（１６）：

Ｅａｘ ｘ( )ｂ≈Ｅ（ｓ（ｔ））＋Ｅη（ｔ( )） （１６）
其中Ｅ（η（ｔ））＝０，在统计平均的意义上来说信号

的复原方程近似表达为：

ｓ（ｔ）≈ａｘ ｘｂ （１７）
由式（１７）可知，随机共振的输出信号 ｘ可以恢复

为ｓ（ｔ）．这种恢复方式保留原始信号的幅度、频率、相
位信息．

复原系统模型图如图３所示：

图３中ｓ（ｔ）为输入正弦激励信号，η（ｔ）为噪声，输
出ｙ（ｔ）为恢复波形．对２１节的随机共振后输出波形
进行恢复研究，令输出信号分别通过幂函数恢复系统

和双稳态恢复系统进行信号波形恢复．
由图４可知，通过双稳态恢复系统后恢复波形与原

信号相比，幅度失真较大，相位发生改变．通过幂函数恢
复系统后恢复波形接近原信号．由此可见幂函数恢复
系统能够实现含噪信号波形恢复，而且得到的恢复波

形较双稳态恢复波形好．

２３　参数对恢复性能影响
随机共振中信号幅度，噪声强度，系统参数是相互

影响，由此需要研究这些因素对恢复性能影响．恢复性
能采用互相关系数衡量，互相关系数是互相关函数的

归一化［２４］，即：

Ｐｘｙ( )τ＝
Ｒｘｙ( )τ
Ｐｘｘ( )０Ｐｙｙ( )槡 ０

（１８）

式中：０
!

Ｐｘｙ( )τ !

１，Ｐｘｙ( )τ 表示ｘ与ｙ的相关程度，
在这里可以表示为相似性，Ｐｘｙ( )τ 越大，相关性也越

大恢复效果越好．
首先研究信号幅度以及噪声强度对幂函数恢复系

数影响，取正弦激励信号 ｓ（ｔ）＝Ａｓｉｎ２πｆ０( )ｔ，固定系统
参数 ａ，( )ｂ＝ ０３，( )０３，采样频率５Ｈｚ，采样点为４０９６
研究Ｄ＝０３１时不同频率下信号幅度对 Ｐ值影响以及
ｆ０＝００１Ｈｚ时不同噪声强度下信号幅度对 Ｐ值影响如
图５（ａ）（ｂ）所示，无论固定噪声强度或信号频率，Ｐ随

８０９１
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着信号幅度增大，出现先增后趋于平稳趋势．在不同噪
声强度下，平稳曲线趋于吻合，说明只要信号幅度足够

大，一定能将信号还原，并且信号频率越小信号恢复性

能越好．Ａ＝０３时不同频率下噪声强度对 Ｐ值影响以
及ｆ０＝００１Ｈｚ时不同信号幅度下噪声强度对 Ｐ值影响
如图５（ｃ）（ｄ）所示．随着噪声强度增大 Ｐ呈下降趋势，
并且信号频率越大，信号幅度越大曲线衰减越慢．

参数对系统性能也存在一定影响，接着研究不同

参数对恢复性能影响．取ｓ（ｔ）＝Ａｓｉｎ２πｆ０( )ｔ，Ａ＝０３，ｆ０
＝００３Ｈｚ，采样频率 ５Ｈｚ，采样点数 ４０９６图 ６为 ｂ＝
０３时Ｐ与ａ曲线关系．当噪声强度 Ｄ＞０５时恢复系
数Ｐ较小，且随着ａ增大Ｐ逐渐降低，Ｄ＜０５时，Ｐ随ａ
增大先增后减．

图７为不同Ｄ下Ｐ随参数 ｂ变化曲线，图７（ａ）显
示Ｄ ＝１３应曲线为下降趋势；图７（ｂ）显示 Ｄ!

０５
时随着ｂ增加Ｐ出现先增大后减小趋势．由此，在信号
幅度Ａ＝０３时，只有噪声强度较小，Ｐ极值才较大．由
于参数间的相互影响实际仿真需要采用智能算法对参

数寻优，找到最优参数组合．

３　粒子群算法

３１　基本粒子群算法
粒子群算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）于

１９９５年被Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ首次提出，粒子群优化算
法概念简单，收敛速度快、易于实现、具有很强的全局优

化能力［２５］．ＰＳＯ算法把优化问题的称之为粒子，每个粒
子都代表极值优化问题的可行解，在可行解空间中随

机初始化一个种群，由 ｎ个粒子组成的种群 Ｘ＝（Ｘ１，
Ｘ２，…，Ｘｎ），其中Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｄ）

Ｔ代表第 ｉ个粒子
的ｄ维向量，ｘｉｄ代表在ｄ维空间的位置，即潜在解．设定
目标函数可计算出每个粒子位置Ｘｉ对应适应度值，第 ｉ
个粒子的速度为ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｄ）

Ｔ，而速度用来决定

粒子在解空间中的运动．粒子在解空间跟踪个体所遍
历位置计算得到适应度值最优为个体极值 Ｐｂｅｓｔ，表达
式为ｐｉ＝（ｐｉ１，ｐｉ２，…，ｐｉｄ）

Ｔ，群体极值 Ｇｂｅｓｔ为种群中所
有粒子搜索到适应度最优位置ｐｇ＝（ｐｇ１，ｐｇ２，…，ｐｇｄ）

Ｔ．
迭代中粒子通过个体极值和群体极值更新自身速

度与位置，即

ｖｋ＋１ｉｄ ＝ωｖ
ｋ
ｉｄ＋ｃ１ｒ１（ｐ

ｋ
ｉｄ－ｐ

ｋ
ｉｄ）＋ｃ２ｒ２（ｐ

ｋ
ｇｄ－ｘ

ｋ
ｉｄ） （１９）

ｘｋ＋１ｉｄ ＝ｘ
ｋ
ｉｄ＋ｖ

ｋ＋１
ｉｄ （２０）

其中，ω为惯性权重，ｋ为当前迭代次数，ｃ１和ｃ２是非负
常数，称为加速度因子或者学习因子，ｒ１和 ｒ２是分布在
［０，１］的随机数．一般在粒子搜索过程中会限定粒子速
度与位置范围以防止盲目搜索．

惯性权重体现的是粒子继承先前速度的能力，常

用于ＰＳＯ算法惯性权重为线性递减惯性权重，这种惯

性权重算法保持了较强的全局搜索能力，但迭代后期

容易陷入局部最优，该文采用非线性递减惯性权重公

式如下［２６］：

ω＝ωｍｉｎ＋ ωｍａｘ－ω( )ｍｉｎ
ｋ
Ｔ槡ｍａｘ

（２１）

其中，ωｍａｘ为初始权重值，ωｍｉｎ为最终权重值，ｋ为当前迭
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代次数，Ｔｍａｘ为最大迭代次数．
３２　基于粒子群算法复原系统

基于粒子群算法恢复系统，对恢复系统参数ａ，ｂ进
行迭代寻优，该文算法流程图如图８所示，并给出主要
步骤说明：

步骤１：种群初始化．设置种群数量，参数 ａ，ｂ搜索
范围以及最大进化代数Ｔｍａｘ，最大搜索速度取最大调整
步长的１０％ ～２５％，这里的最大调整步长指的是所设
定的粒子位置范围的上限值减去粒子位置范围的下限

值所得的差值．随机初始化搜索点的位置，并计算出其
相应的个体极值，记录整个粒子群中个体极值最大的

粒子序号，设置Ｎｂｅｓｔ为该最大粒子的当前位置．

步骤２：评价每一个粒子．计算粒子的适应度值，与
该粒子当前的个体极值进行比较，若大于后者，更新个

体极值．若在该粒子的邻域内所有粒子的个体极值中
最大的大于当前的 Ｎｂｅｓｔ，则设置 Ｎｂｅｓｔ为该粒子的位置，
记录该粒子的序号，并更新Ｎｂｅｓｔ的函数值．

步骤３：粒子的更新．根据式（２１）更新所有粒子的
速度和位置．

步骤４：检验是否符合结束条件．判断当前的迭代
次数是否达到最大进化代数 Ｔｍａｘ，满足条件则停止迭
代，并输出最优参数，否则转至步骤２

步骤５：检测结果．根据对 ａ和 ｂ优化输出的最优
解，计算适应度值，输出最优ａ和ｂ．

３３　仿真数据分析
使用３２节算法进行参数 ａ，ｂ寻优，实现单频、多

频信号以及单脉冲信号还原。下面用仿真来验证算法

的有效性．输入信号为 ｓ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（２πｆ０ｔ），其中 Ａ＝
０３，ｆ０＝００３Ｈｚ，采样频率 ｆｓ＝５Ｈｚ，采样点数为４０９６，
输入信号信噪比为 －２５３５ｄＢ．初始化种群：设置种群
数量４０，最大迭代次数３００，ａ搜素范围［０１，２５］，ｂ搜
素范围［０１，２５］．

图９为迭代曲线图，在Ｔ＝２２８算法收敛，适应度值
为０９１１２，对应参数 ａ＝１０９４３４４６７，ｂ＝０２５１８７９０４
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将这组参数设定为幂函数恢复系统参数，还原波形如

图１０所示，原始信号存在大量噪声，恢复波形幅度与原
信号一致，存在少量毛刺，若原信号噪声强度降低，恢复

信号毛刺更少．传统自适应算法通过固定一个或者两
个，确定步长分别搜索，搜索时间长，且精确度取决于步

长，粒子群算法精确度高于自适应算法找到最优参数．

多频信号频率选取 ｆ１ ＝１００Ｈｚ，ｆ２ ＝２００Ｈｚ，ｆ３ ＝
３００Ｈｚ对应的幅度 Ａ１＝０３，Ａ２＝０３，Ａ３＝０３，采样频
率５００００Ｈｚ，大频率信号不满足绝热近似理论，采用二
次采样处理，二次采样频率为５Ｈｚ，噪声强度分别取 Ｄ
＝０１、Ｄ＝０３、Ｄ＝０８送入粒子群算法幂函数随机共
振恢复系统中，分别寻找最优参数，计算互相关系数Ｐ，
得到实验结果如图１１所示．图１１显示不同信噪比下信
号复原情况，（１）ＳＮＲ＝－８４２ｄＢ，ａ＝１４４７４５２８９，ｂ＝
１１５１０２４５１，Ｐ＝０９８５４；（２）ＳＮＲ＝－２０３４ｄＢ，参数 ａ
＝０５４９９９６４４，ｂ＝０６１０５０９３３，Ｐ＝０９８０６；（３）ＳＮＲ＝
－３５１４ｄＢ，ａ＝０４９４５５３０９，ｂ＝０７８１３９１３８，Ｐ＝
０８８９３从图１１可知，通过粒子群算法在不同噪声强
度下均能找到最优参数 ａ，ｂ还原微弱信号，噪声越小，
互相关系数 Ｐ越大，失真减少毛刺减少，复原效果越
好．高频信号能在幂函数随机共振系统产生随机共振，
并且输出信号能在恢复系统进行还原．

接下来对冲击信号进行恢复研究，非周期信号模
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型［２７］为：ｓ（ｔ）＝Ａｅｘｐ －３
ｔ－ｔ０( )Ｗ[ ]

２

，其中 Ａ为脉冲高

度，Ｗ为脉冲的半峰宽，ｔ为时间起始位置，ｔ０为信号起
始位置．现取Ａ＝０６、Ｗ＝００５、ｔ０＝０３采样频率 ｆｓ＝
１０００Ｈｚ，采样点数Ｎ＝１０００

图１２为不同噪声强度下冲击信号复原情况，（１）Ｄ
＝００５，ａ＝１１２５８５２１４，ｂ＝１２５４０２１５７，Ｐ＝０９７８５；
（２）Ｄ＝０１，ａ＝１１３５５４９９６，ｂ＝１１６１０９３４５，Ｐ＝
０９１２２；（３）Ｄ＝０３，ａ＝１２９４５４１５７，ｂ＝１３７８５４８９５，Ｐ
＝０７５２４．图１２中显示随着噪声强度增大，互相关系数
Ｐ系数逐渐减小，恢复波形毛刺越多．不同噪声强度下，
恢复出来的脉冲高度和半峰宽与原始信号一致．

４　结论
　　该文建立幂函数随机共振系统与恢复系统关系，
以正弦周期信号为待测信号，以互相系数 Ｐ为衡量指
标，研究信号幅度，噪声强度，参数 ａ、ｂ对恢复性能影
响．研究结果表明：（１）随着信号幅度增大 Ｐ先增大后
趋于平稳，频率越小 Ｐ越大；（２）随着噪声强度增大 Ｐ
逐渐递减，频率越小，衰减越快；（３）当噪声强度较小
时，Ｐ随着ａ增加先增后减，存在极值ａ使得Ｐ值较高．
反之，随着ａ增大，Ｐ逐渐递减导致信号无法恢复；（４）
当噪声强度较小时，随着 ｂ增大，只有较小的 ａ才能使
Ｐ出现先增后减的趋势；（５）粒子群算法对单频、多频
正弦信号以及单脉冲信号参数寻优实现信号恢复，寻

优参数精度较高．本文所提方法适用信噪比不低于
－３５ｄＢ的正弦周期信号，噪声强度极低条件下单脉冲
信号恢复．本文所提方法存在不足：噪声太大情况下随
机共振无法发生，信号得不到恢复，考虑是否能先进行

降噪处理，再采用本文所提方法；研究中采用的是正弦

信号，还需要用其他信号进行验证；工程应用中信号包

含大量信息，若能将这些信息进行恢复，将有利于工程

信号分析扩展微弱信号研究理论与应用．
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